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Жоспар

Дәрiстiң мақсаты – II реттi көп айнымалы тұрақты коэффициенттi
дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердi таныстыру, оларды
классфикациялау және канондық түрге келтiру
Негiзгi сұрақтар:

1 II реттi көп айнымалы тұрақты коэффициенттi дербес туындылы
дифференциалдық теңдеулердiң жалпы түрi

2 II реттi көп айнымалы тұрақты коэффициенттi дербес туындылы
дифференциалдық теңдеулердiң типiн анықтау

3 II реттi көп айнымалы тұрақты коэффициенттi дербес туындылы
дифференциалдық теңдеулердi канондық түрге келтiру
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II реттi көп айнымалы дербес туындылы дифференциалдық теңдеудiң жалпы түрi
x және y айнымалыларынан тәуелдi II реттi дербес туындылы дифференциалдық
теңдеудiң жалпы түрi келесi өрнек анықталады

A(x , y)uxx + 2B(x , y)uxy + C(x , y)uyy + D(x , y)ux + E(x , y)uy + F (x , y)u = G(x , y),

мұндағы A,B,C ,D,E ,F ,G коэффициенттерi — берiлген функциялар, ал u = u(x , y)
функциясы — белгiсiз iзделiндi шешiм. Егер жоғары реттi туындылардың алдында
тұрған A,B,C функциялары үзiлiссiз және A2 + B2 + C2 ̸= 0 деп ұйғарайық.
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Теңдеудi классификациялау II реттi теңдеулердiң түрi коэффициенттердiң
комбинациясы арқылы анықталады. Нақтырақ айтқанда, дискриминант деп аталатын
өрнек қарастырылады:

∆ = B2 − AC .

Теңдеу түрi дискриминанттың таңбасына байланысты жiктеледi

Егер ∆ > 0 болса, теңдеу гиперболалық типке жатады.

Егер ∆ = 0 болса, теңдеу параболалық типке жатады.

Егер ∆ < 0 болса, теңдеу эллипстiк типке жатады.
Канондық түрге келтiрудiң негiзгi мақсаты — берiлген теңдеудi (ξ, η) айнымалыларынан
тәуелдi теңдеуге, нақтырақ айтқанда интегралданатын түрге келтiрiледi. Координаталар
түрлендiруi мынадай түрде болады:

ξ = ξ(x , y), η = η(x , y).

Күрделi функцияны дифференциалдау ережелерi арқылы төмендегi өрнектер алынады

ux = Uξξx + Uηηx ,

uy = Uξξy + Uηηy ,

uxx = Uξξξ
2
x + 2Uξηξxηx + Uηηη

2
x + (бiрiншi реттi туындылар),

uyy = Uξξξ
2
y + 2Uξηξyηy + Uηηη

2
y + (бiрiншi реттi туындылар),

uxy = Uξξξxξy + Uξη(ξxηy + ξyηx ) + Uηηηxηy + (бiрiншi реттi туындылар).
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Канондық түрдi алу шарты
Екiншi реттi туындылардың коэффициенттерiн жаңа айнымалыларда жинақтай
отырып, теңдеудi мына түрде жазуға болады:

A′Uξξ + 2B′Uξη + C ′Uηη + · · · = 0,

мұндағы A′,B′,C ′ — A,B,C коэффициенттерiнен және ξ, η функцияларынан тәуелдi
жаңа коэффициенттер.
Канондық түрге келтiру үшiн, аралас туындының коэффициентiн қарапайым түрге
келтiру қажет. Бұл үшiн жаңа айнымалылар келесi шартты қанағаттандыруы керек:

A(ξx )
2 + 2Bξxξy + C(ξy )

2 = 0.

Бұл — характеристикалық теңдеу. Оның шешiмi арқылы жаңа айнымалыларды
анықтаймыз.
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Теңдеудiң канондық түрлерi
Гиперболалық теңдеу (∆ > 0) Характеристикалық теңдеу екi нақты және әртүрлi

шешiмге ие:
dy

dx
=

−B ±
√
B2 − AC

A
.

Бұл жағдайда жаңа айнымалылар ξ(x , y) және η(x , y) осы шешiмдерге сәйкес
таңдалып, теңдеу канондық келесi түрде жазылады:

Uξη + (бiрiншi реттi туындылар) = 0.

Эллипстiк теңдеу (∆ < 0) Бұл жағдайда характеристикалық теңдеудiң нақты шешiмi
болмайды, тек комплекс шешiмдерi бар. Теңдеудiң канондық түрi төмендегiдей болады:

Uξξ + Uηη + (бiрiншi реттi туындылар) = 0.

Параболалық теңдеу (∆ = 0) Бұл жағдайда характеристикалық теңдеудiң бiр еселi
нақты түбiрi бар, сондықтан теңдеудiң канондық түрi:

Uηη + (бiрiншi реттi туындылар) = 0.
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Бұл дәрiсте бiз жалпы екiншi реттi теңдеудiң типiн анықтау әдiсiн және оны жаңа
айнымалылар арқылы канондық түрге түрлендiру жолын қарастырамыз.
Жалпы түрдегi екiншi реттi ДТДТ
n айнымалысы бар u = u(x1, x2, . . . , xn) функциясы үшiн екiншi реттi дербес туындылы
дифференциалдық теңдеудiң жалпы түрi:

n∑
i,j=1

aij (x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
k=1

bk (x)
∂u

∂xk
+ c(x)u = f (x1, . . . , xn), (1)

мұндағы aij (x) = aji (x) деп қабылдаймыз (симметриялық шарты). Коэффициенттер
aij (x), bk (x), c(x) және f (x) берiлген функциялар.
Коэффициенттер матрицасы және оның рөлi
(1) теңдеудiң екiншi реттi туындылардың алдындағы коэффициенттерден
симметриялық матрица құрастырамыз:

A = (aij )n×n.

Бұл матрица (1) теңдеудiң негiзгi бөлiгi деп аталады. (1) теңдеудiң типi дәл осы
матрицаның қасиеттерiмен анықталады. (1) теңдеудiң екiншi реттi бөлiгi:

L2(u) =
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
.

Қысқаша түрде бұл былай жазылады L2(u) = (∇,A∇u), мұндағы ∇ =
(

∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

)
—

градиент векторы.
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Теңдеу типiн анықтау
Матрица A-ның меншiктi мәндерi λ1, λ2, . . . , λn теңдеудiң типiн анықтайды.
Анықтама. Егер барлық λi нақты болса, онда (1) теңдеудiң типi келесiдей анықталады:

Егер барлық λi бiр таңбалы болса (λi > 0 немесе λi < 0), онда теңдеу
эллипстiк типтi.
Егер λi мәндерiнiң кейбiрi оң, ал кейбiрi терiс болса, онда теңдеу
гиперболалық типтi.

Егер кейбiр меншiктi мәндер нөлге тең болса, онда теңдеу параболалық типтi.
Теңдеудi канондық түрге келтiру идеясы
Канондық түрге келтiру — теңдеудi айнымалылардың сызықтық түрлендiруi арқылы
қарапайым формаға түрлендiру әдiсi. Ол үшiн жаңа айнымалылар енгiзiледi:

ξ1, ξ2, . . . , ξn,

және
x = Sξ, немесе ξ = S−1x ,

мұндағы S — матрицасы A-ны диагоналдайтын ортогонал түрлендiру матрицасы.
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Диагоналдау Симметриялық A матрицасы әрқашан ортогонал S матрицасының
көмегiмен диагонал түрге келтiрiледi:

STAS = Λ =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn

 .

Жаңа айнымалылар жүйесiнде екiншi реттi бөлiгi

L2(u) = λ1
∂2U

∂ξ21
+ λ2

∂2U

∂ξ22
+ · · ·+ λn

∂2U

∂ξ2n
,

түрiнде жазылады.
Канондық түрлерi Сонымен, теңдеудiң канондық түрi матрица A-ның меншiктi
мәндерiнiң таңбасына қарай келесi түрде болады:

Эллипстiк тип:
∂2U

∂ξ21
+

∂2U

∂ξ22
+ · · ·+

∂2U

∂ξ2n
= F .

Гиперболалық тип:
∂2U

∂ξ21
−

∂2U

∂ξ22
− · · · −

∂2U

∂ξ2n
= F .

Параболалық тип:
∂2U

∂ξ21
+ · · ·+

∂2U

∂ξ2n−1

= F .
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Мысал: үш айнымалы жағдай
Үш айнымалы үшiн теңдеу:

a11uxx + 2a12uxy + 2a13uxz + a22uyy + 2a23uyz + a33uzz = 0.

Осы теңдеу үшiн коэффициенттер матрицасы:

A =

a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

 .

Матрицаның меншiктi мәндерiн λ1, λ2, λ3 табамыз. Сонда теңдеудiң типi төмендегiше
анықталады:

Егер λ1, λ2, λ3 — барлығы бiр таңбалы болса → эллипстiк тип.

Егер бiреуi оң, қалған екеуi терiс болса → гиперболалық тип.

Егер бiреуi нөлге тең болса → параболалық тип.
Тиiстi түрлендiруден кейiн теңдеу канондық түрге келедi:

λ1Uξ1ξ1 + λ2Uξ2ξ2 + λ3Uξ3ξ3 = 0.
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Математикалық физика есептерiнiң қисындылығы
Физикалық модельдiң математикалық қисындылығы келесi қасиеттер арқылы
сипатталады:

1 Бар болу: шешiм бар болуы керек.
2 Жалғыздық: берiлген бастапқы және шекаралық шарттарға бiр ғана шешiм

сәйкес болуы тиiс.
3 Орнықтылық: бастапқы деректердегi аз ғана өзгерiс шешiмге шамалы ғана

әсер етуi керек.
Жоғары үш талапты қанағаттандыратын есептер қисынды қойылған (корректно
поставленные) деп аталады (Адамар мағынасында).
С. В. Ковалевскаяның теоремасы — дербес туындылы теңдеулердiң шешiмдерiнiң бар
болу және жалғыздық шарттарын беретiн негiзгi нәтиже.
Теореманың тұжырымы
Егер теңдеу аналитикалық функциялардан құралған болса:

F
(
x1, . . . , xn, u, ux1 , . . . , uxn , uxi xj

)
= 0,

және бастапқы шарттар аналитикалық көпбұрыш бойында берiлген болса, онда осы
нүкте маңында теңдеудiң бiр ғана аналитикалық шешiмi бар.
Маңызы
Ковалевская теоремасы:

дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердiң шешiмдерiнiң бар болу
мәселесiн алғаш рет қатаң түрде дәлелдедi;

Коши есебiнiң теориялық негiзiн қалады;

кейiнгi Пикара және Соболев типтi жалпылауларға жол ашты.
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НАЗАРЛАРЫҢЫЗҒА
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